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非 可換束 にお ける 「非對稱 な結合律」'
の特性
芝 原 茂
非 司 換 束(結 合律 と吸收律 のみ滿足す る二種の二項演算 を持つ代數)がnontrivia1
藪 可 換 部 分 束 に 完 全 に(互 に素な ものの和 として表 わされ ると言 う意味で)分 割 出 來
るた め の 必 要 十 分 な條 件 に っv)て は,M.D.Gerhardts1)2)の 研 究 が あ る。
一 方
,束 の公 理 系 の 中,結 合 律 を非 樹 稱 な結 合 律 で置 き換 え て も,東 の 公 理
系 と等 値 な 公 理 系 を作 り得 る ことが,W.Felschers),M.J.Ruedin4)に よつ
て 示 され,私 自身6)も 導 い た。
さ らに,非 可換 東 に おい て,交 換 律 と非 對 稱 な交 換 律((X・y)・X=(y・X)・y)ど
が 同 等 で あ'るこ とを,M.D.Gerhardts3)は 明 らか に したが,同 時 に彼 は,結
令 律 を非 對 稱 な結合 律 に よつ て 置 き換 え て作 つ た公 理 系 を滿 足 す る代數 に おい
て も,同 樣 に交 換律 と非 對稱 な交 換律 との 同 等性 を證 明 した。
これ らの 研 究 を考 慮 す る と,束 のみ な らず,非 可 換 東 に お い て も,結 合 律 を
非 對 稱 な結 合 律 で置 き換 て,元 の 代數 と類 似 の性 質 を持 つ 代數 を構 成 出來 るよ
うで あ る。
この論 文 では,M.D.Gerhardts2)の 成 果 に おい て,結 合 律 を非 羯 稱 な結
令 律 で置 き換 え る こ とが,ど の樣 な結 果 を生 むか,追 跡 した。 二 種 の二 項 演 算
の 中,片 方 に つ い て だ け 置 き換 え て も,ま つ た くGerhardtsの 成 果 を再 現 す
る こ とが 出 來 たが,兩 方 共 置 き換 え る と,同 様 の結 果 を期 待 出來 ない よ うで あ
る 。
§1
定 義1:Mを 空 で ない 集 合 と し,八 とVと をMに お け る二 種 の二 項 演 算 と
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この公 理 系 か ら交 換律(KA),(KV)を 除 け て,非 可 換 なVerandを 作 るO'
定 義2:MAVが 任 意 の三 元a,b,c∈MにLて(AsA),(Asv),(BA)9'
(Bv),(CA),(Cv)を 滿足 す る時,こ れ をG-Schiefverbandと 呼 ぶ 。
(CA)aA(aVb)=a(Cv)(bAa)Va=a
さ らに結 合 律 を非 對 稱 な結 合 律 で置 き換 え て,上 の もの とは 異 つ た非 可 換 束
を定 義 しよ う。
定 義3:MAvが 任 意 の三 元a,b,c∈Mに 封 して(AsA),(AuV),(BA),
(BV),(CA),(Cv)を 滿 足 す る と き,こ れ をSV-Schiefverbandと 呼 び,




VerbanctとG-Schiefverbandの 公 理 系 は,そ れ ぞ れAとVの 置 換 と同時
にElementの 順 列 を逆 轉 して も不 變 で あ る とい う意 味 で,自 己 双封 で あ る。又
Sv-SchiefverbandとSA-Schiefverbandと は,そ の意 味で 互 に双 封 で あ る。
G-Schiefverband(又 はSv-,Sn-Schiefveband)が(Kn)と(Kv)を 滿 せ ぱ,そ れ
を可 換 なG-Schiefverband(又 は可換 なSv-,5n-Schiefverband)と 駅 まう。 し
か し實 際 に可 換 なG-,Sv-,SA-Schiefverbandは 互 に 等値 な公 理 系 を持 つ代
數 と な り,皀 卩ちVerbandで あ る。
(1.1)Sv-SchiefverbandMnvで は,任 意 の 二元a,b∈Mに 對 して次 の
法 則 が 成 立 つ。
(GA)(a八b)Aa=a八b(Gv)aV(bVa)・=bVa
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に ょ っ てSv-SchiefverballdMAvの 申 に關 係 く を定 め る。
以下 特 別 の こと わ りが な けれ ぱMAvはSU-Schiefverbandと す る。
(1.2)MAVの 中 に定 義 され た關 係 〉 は,反 射 律 と推 移 律 を滿 す とい う
意 味 で,準 順 序 關係 で あ る。





が 成 立 つ 。
(1.4)任 意 の 四元a,b,c,d∈Mに 對 し,衣 の こ とが 成 立 つ。
a<bか つc<d⇒a八c<b八dか つaVc<bVd.
證 明aAc<aか つa<bよ りa八c<b,a八c<cか つc<dよ りa八c
<dだ か ら,(a八c)A(b八d)=a八cは 直 ちに 得 られ る。 一 方a<bか つb<
bVdよ りa<bVd,c<dか っd<bVdよ りc<bVdだ か ら・(aVc)V
〈bVd)_{aV(bva)}V{cV(1)Vd)}e(bVd)V(bVd)=bVd.





a)Vb=(bVb)V(aVb)=bV(aVb)=aVb.從 つ て(1)が成 立 て ばbna=bか
一27一
っaVb=bと な り3(2)も(3)も 成 立 つ 。 同 樣 に し て,等 値 性 が 證 朋 さ れ る 。・
定 義5:a駕b⇔anb=bVaと おvaて,MAV.に 關 係 窄 を 定 ゆ る6.
(1.6)MAvで 定 義 さ れ た 關 係 幻 はMAvに お け るAquivalenzrela-
tio11で あ り,同 時 にKongruenzrelation.で あ る。 ・ ㌧ ・ll
證 明(1)a駕a,、 一
(2)a駕bか っb彩cな ち ぼarc,
(3)a駕bな ら ばbra,
、(4) 、a幻bか つcadな.ら ばaVc駕bVd∫ か つaAc駕bAd
定 義6:、 Ω(a)={x∈MlaAx=xVa}をMAv、 に お け るmoduloに 購
す るaの 同 値 類 と 名 づ け,二 つ の 同 値 類 、Ω(a)と Ω(b)に 對 して 次 の 二 種 の 二 項
演 算 を定 め る。
Ω(a)⑳ Ω(b)=Ω(a八b)
Ω(a)⑰ Ω(b)==Ω(aVb).
こ れ に よ つ て 同 値 類 の 集 合M/Ω の 上 に 代 數 が 定 義 さ れ る 。 乙 れ をM/Ω ⑳⑰で
表 わ す 。 又M/Ω ⑳⑦ に 屬 す る同 値 類 をSZ-Klasseと 言 う。
(1.7)M/、 Ω ④⑦ はVerbandで あ る 。 、 ・ ・ 一、 一・
定 義7:M/Ω ④⑦ をSv-SchiefverbandMvAのbegleitenderVerわana
と い う。 ・
陶定 義
8:Jordan-Witt')に 從 つ て,MAvが ど の 二 元a,'b∈Mに 封 し て
もaAb=bVaを 滿 す と き,Nestと い う。
(1・8)Ω 一Klasse.はMAvのTei1-S∀-Sc耳iefverband旧 で あ り・ 耳?
Nestで あ る。 .り.,・
證 明 任 意 の 二 元a,b∈ Ω に.,し,a弼bだ か ら.aVb㌻aか つaAb駕a
で あ る 。 一 ・,
定 義9:Ω の 濃 度 を1Ω1で 表 わ す 。
・淀 義10・lMA▽ をSv-Schi♀fyerbandと す る 。Mの 空 で な 姶 部 分 集 合1が
次 め 條 伴 を 滿 す と き,MAVのIdeal,と 言 う 。 ＼_ .一 ・∴ ・、,、 ・障
・冖28."
非 可換 束 にお け る 「非對 稱 な結 合 律 」 の特 性
a∈1,七 ∈M⇒aAb,bVa∈1.'一 ・ ∵ 守)
(1.9)Sv-SchiefverbandMAvの ど のIdea1も,MAvのTeil-Sv雫
Schiefverbandで あ る。 鴨一.1、 ・
(1.10)MAvの 二 っ のIdea1の 共 通 部 分 は 空 集 合 か 又 はIdealで あ,る6.
(1.11)Verbandは 只 一 っ のIdea1(師 ち 自分 自身)し か 持 だ な い 。'
定 義11:1をMvAのIdealと す る。 任 意 の 二 元 に 封 し,'aAb=bnaと
aVb=bVaが 滿 さ れ る と き,1を 可 換 なIdeal又 はK-ldea1と 呼 ぶ 。
(1.12)S▽-Schiefverbandの ど の 二 っ のK-ldealPも 互 に 素 で あ る か ・
又 は 一 致 す る 。 こ
'(
1.13)Ω をSV-SchiefverbandMAVに お け る Ω 一Klasseと し,1を
K-Idealと す る。e∈ Ω か っe∈1な る 只 一 っ のElemente∈Mが 存 在 す
る 。
(1.14)Sv-SchiefverbandrMAvの 任 意 のK-ldealはMAvの 可 換 な
Tei1-SV-Schiefverbandで あ り,MAvのbegleitenderVerbandM/Ω@⑭
に 同 型 で あ る 。 ピ 〆 一
§2
定 義12:SU--SchiefverbandMAvに お い て,任 意 の 三 元a,b,c占Mに




(2.1)a,bを 一 っ のT-Sv-SchiefverbandMAvの 同 じSZ-Klasseの
異 る 二 元 と す る と,任 意 の 元c∈Mに 對 し て,_温
aAc≠bAc_鹽cAa=cab'、..,、
aVc=bVc. .cVa≠cVb尸b,、
が 成 立 つ 。 一.〆'1・
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(2.2)T-Sv-Schiefverband,1こ おい て,任 意 の 二 つ の12,-Klasseは 濃 度
が 等 しい 。
(2.3)T-Sv-SchiefverbandMAvで は任 意 のa,b∈Mに 對 して,衣





は 等 値 で あ る。
證1明a八b=b八aと す る。,a¥/b=〔aV(a八b)〕V〔bV(b八a)〕=〔aV(b
Aa)〕V〔bV(b八a)〕=(aVb)V(bna),bVa=〔bV(bAa)〕V〔aV(aAb)〕=
(bV(b八a)〕V〔aV(bAa)〕=(bVa)V(bAa).と こ ろが,aVb駕bVaだ か
ら,(2.1)に よつ て,(aVb)V(bAa)=(bVa)V(b八a)と な・り,從 つ てaVb
=bVa,逆 にaVb=bVaと す る と,aAbニ 〔(bVa)八a〕Ab=(bva)A(aA
b),bAa=(aVb)A(b八a).從 つ て 同樣 にa八b=b八a.
定 義13:a～b← ⇒a八b=bAaに よ つ て,關 係 ～ をT-SU-Schiefver-
bandに 導 入 す る。
(2.3)T-Sv-Schiefverbandに おv)て,關 係 ～ はKongruentrelation
で あ る。
定 義14:Φ(a)={x∈Mia八x=x八a}をT-Sn-Schiefverbandに お・け る
modulo～ に關 す るaの 同値 類 と名 づ け,二 つ の 同 値 類 Φ(a)と Φ(b)に 樹 して
次 の二 種 の二 項 演 算 を定 め る。
Φ〈a)⑳'Φ(b)=Φ(aAb)
Φ(a)⑰,Φ(b)=Φ(aVb).
こ れ に よつ て 同 値 類 の 集 合M/Φ の上 に,代 數 が定 義 さ れ る。 これ をM/Φ ④'⑦'
で表 わ し,M/Φ ④'⑰'に屬 す る同値 類 を Φ一Klasseと 呼 ぼ う。
(2.6)T-Sv-SchiefverbandMAvの 任 意 の Φ一Klasseは,MAvの 可
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換 なTei1-SU-Schiefverbandで あ り,從 つ てVerballdで あ る。
(2.7)M/Φ ④'⑰'はNestで あ る。
證 明MAVの 任 意 の二 元a,bに 封 して,a八b～aか つaVb～bで あ る




(2.8)T-Sv-SchiefverbandMAvで Ω を一 つ のSZ-Klasseと し,Φ
を一 つ の Φ 一Klasseと す る と,e∈ Ω か つe∈ Φ な る丁 度 一 つ の元e∈Mが 存
在 す る。 皀卩ち任 意 の二 元a6Ω,b∈ Φ に樹 して,Ω ∩Φ={aV(b八a)}.、
證 明a八 〔aV(b八a)〕=a,〔aV(bAa)〕Va=(aVa)V〔(b八a)Va〕=a
Va=a.從 つ てaV(bAa)幻aだ か らaV(bAa)∈ Ω.一 方b八 〔aV(b八a)〕=
〔aV(b八a)〕 八bが 成 立 つ か らaV(bAa)∈ Φ.
さ らにX舘yか つX～yと か らx=yが 得 られ るか ら,Ω ∩Φ は只 一 つ しか
存 在 しない 。
§3
(3.1)T-Sv-SchiefverbandMAvに お け る任 意 のΦ一KlasseはK-ldeal
で あ る。
(3.2)任 意 のT-Sv-SchiefverbandMAvに お い て,Φ 一Klasseは 必
ず 存 在 す る。
(3.3).任 意 のT-SU-SchiefverbandMAvは 互 に素 なK-Ideal(Teil-
Sv-Schiefverband)に 分 割 され得 る。 そ して そ れ らは い ず れ もbegleitender
Verbandに 同型 で勿 論 可 換 で あ る。
i證明(1.12),(1.14),(3.1),と(3.2)か ら明 らか で あ る。
(3.4)Sv-SchiefverbandMAvがK-Idealに 分 割 出來 るな らば,MAv
はT-SU-Schiefverbandで あ る。
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證 明cV(aVb)>aVbか つbVa>aUbだ か ら,〔cV(aVb)〕 八(bVa)
>aVbで あ り,一 方 〔cV(aVb)〕 八(bVa)<bVaか つbVa<aVbだ か ら,
〔cV(aVb)〕A(bVa)解aVb.同 様 に(a八b)V〔(b八a)八c〕 彩b八aで あ る。 從
つ て,〔cV(aVb)〕 八(bVa),aVb,(aAb)V〔(b八a)八c〕,bAaは 四 つ と も
同 じS2-Klasseに 屬 し,一 方 こ れ ら四 つ と も同 じK-ldeal(bを 含 むldeal)に
屬 す 。(1.13)に よ つ て そ れ ら は 皆 一 致 し な け れ ぼ な らぬ 。 特 に
〔cV(aVb)〕 八(bVa)=aVb
(aA1))V〔(b八a)八c〕=b八a
が 成 立 つ 。
定 理Sv-SchiefverballdMAvが 可 換 なIdea1に 分 割 出 來 る爲 の 必 要 十
分 條 件 は,Mの 任 意 の 三 元 に 對 し て(TA)と(TV)を 滿 す こ と で あ る。
こ の 定 理 と双 對 に,SU-Schiefverbandに つ い て も類 似 の 定 理 が 成 立 つ 。
Gerhardts2)の 定 理 は 「G-SchiefverbandMAvが 可 換 なIdealに 分 割 出
來 る 爲 の 必 要 十 分 條 件 は,Mの 任 意 の 三 元 に 蜀 し て(T八)と(TV)と が 滿 足 す る
こ と で あ る 」 で あ つ た 。SA-SchiefverbandどSn-Schiefverbandに つ い て
は,ま つ た く 同 樣 の 結 果 を得 た 。 しか し結 合 律 の 置 き 換 え を 片 方 に と ど め な い
で,兩 方 共 置 換 え て し ま う と,同 樣 に 準 順 序 を 導 入 し て も推 移 律 が 成 立 た な く
な る よ う で あ る。 從 つ て こ の 第 四 番 目 の も の,擬 似Schiefverbandは 今 述 べ
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